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Условия и решения задач

9 класс
9.1. Петя и Вася знают лишь натуральные числа, не превосходящие

109− 4000. Петя считает хорошими числа, представимые в виде
abc + ab + ac + bc, где a, b и c—натуральные числа, не мень-
шие 100. Вася считает хорошими числа, представимые в виде
xyz−x− y− z, где x, y и z —натуральные числа, бо́льшие 100.
Для кого из них хороших чисел больше? (И. Богданов)

Ответ. Для Васи.
Решение. Если число k = abc + ab + ac + bc 6 109 − 4000

хорошее для Пети, то (также натуральное) число
k − 2 = (a+ 1)(b+ 1)(c+ 1)− (a+ 1)− (b+ 1)− (c+ 1)

является хорошим для Васи. Значит, если для Пети есть p хоро-
ших чисел, то мы предъявили p различных чисел, хороших для
Васи, и все они строго меньше, чем 109 − 4000. Но число
109−4000 = (1000−1)·1000·(1000+1)−(1000−1)−1000−(1000+1)

также является хорошим для Васи; поэтому для Васи есть хотя
бы p+ 1 хорошее число.

9.2. У натурального числа ровно 50 делителей. Может ли оказаться,
что никакая разность двух различных его делителей не делится
на 100? (Методкомиссия по мотивам задачи А. Чиронова)

Ответ. Нет.
Решение. Предположим, что такое число n существует.

Условие равносильно тому, что все числа, образованные послед-
ними двумя цифрами делителей, различны (мы считаем, что к
однозначным числам спереди приписаны нули). Назовём такую
пару последних цифр хвостом числа. Заметим, что хвост чис-
ла имеет те же остатки от деления на 4 и на 5, что и исходное
число.

Предположим, что n делится на 5. Тогда для любого его де-
лителя d, не кратного 5, существует и делитель 5d, кратный 5.
При этом для разных делителей d мы получаем разные делите-
ли 5d; поэтому количество кратных 5 делителей не меньше по-
ловины, то есть не меньше 25. Но такие делители имеют хвосты,
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оканчивающиеся либо на 0, либо на 5. Таких возможных хвостов
не больше 20, поэтому два из них совпадают. Это противоречие
показывает, что n не делится на 5, и хвосты его делителей не
могут оканчиваться на 0 или 5.

Если число n нечётно, то все его делители также нечётны.
Однако существует всего 50 возможных нечётных хвостов, и 10
из них оканчиваются на 5, то есть не могут появиться. Поэтому
и в этом случае найдутся два одинаковых хвоста.

Если число n делится на 2, но не на 4, то все его делители
разбиваются на пары (d, 2d), где d—нечётный делитель n. При
этом все числа вида 2d имеют хвосты, не делящиеся на 4, а
таких хвостов (не делящихся на 5) всего 20. Значит, два из этих
хвостов одинаковы.

Наконец, пусть наибольшая степень двойки, на которую де-
лится n, равна 2r, где r > 2. Тогда, если d—нечётный делитель
n, то числа d, 2d, 22d, . . . , 2rd также будут делителями n, и этим
исчерпываются все делители n. Поэтому общее число делителей
n будет кратно r+ 1. Таким образом, 50 делится на r+ 1 и, зна-
чит, r > 4.

Тогда n имеет 50
r + 1

6 10 нечётных делителей и столько
же делителей, которые чётны и не делятся на четыре. Стало
быть, оставшиеся делители (которых не меньше 30) кратны 4
и, значит, их хвосты также кратны четырём. Но таких хвостов
возможно лишь 20, поэтому опять два из них совпадут.

9.3. Двум мальчикам выдали по мешку картошки, в каждом меш-
ке по 150 клубней. Ребята по очереди перекладывают картошку,
каждый своим очередным ходом перекладывает ненулевое коли-
чество клубней из своего мешка в чужой. При этом они должны
соблюдать условие новой возможности: на каждом ходе маль-
чик должен переложить больше клубней, чем у него было в меш-
ке перед любым из его предыдущих ходов (если такие ходы бы-
ли). Так, первым своим ходом мальчик может переложить лю-
бое ненулевое количество, а своим пятым ходом мальчик может
переложить 200 клубней, если перед его первым, вторым, тре-
тьим и четвёртым ходами количества клубней в его мешке были
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меньше 200. Какое максимальное суммарное количество ходов
могут совершить ребята? (Е. Молчанов)

Ответ. 19.
Решение. Пусть в процессе было N ходов. Посмотрим на

процесс «в обратную сторону». Назовём последний сделанный
ход первым, предпоследний (сделанный другим мальчиком) —
вторым, и т.д. Обозначим через a0 количество клубней в мешке,
из которого их перекладывали на первом ходе, после этого хода
(то есть в самом конце процесса). Аналогично, обозначим через
ai−1 количество клубней в мешке, из которого перекладывали
на i-м ходе, непосредственно после этого хода. Наконец, обозна-
чим через aN количество клубней в мешке, в который перекла-
дывали на N -м (самом раннем) ходе, перед этим ходом (тогда
aN = 150).

Пусть k 6 N − 3. Рассмотрим мешок, в котором лежало ak
клубней после (k + 1)-го хода (из него только что переложили
картошку). Тогда перед (k + 1)-м ходом в нём было 300 − ak+1
клубней, перед (k+2)-м ходом— ak+2 клубней, а перед (k+3)-м
ходом — 300 − ak+3 клубней. На (k + 1)-м ходе из этого мешка
переложили (300−ak+1)−ak клубней, и это количество должно
быть больше, чем количество клубней в нём перед (k + 3)-м
ходом. Итак, 300−ak+3 < 300−ak−ak+1, откуда ak+3 > ak+1+
+ ak; поскольку все числа целые, имеем ak+3 > ak+1 + ak + 1.

Определим числа b0, b1, b2, . . . так: b0 = b1 = b2 = 0, bk+3 =
= bk+1 + bk + 1. Тогда, поскольку a0, a1, a2 > 0, из полученного
неравенства непосредственной индукцией получается, что ak >
> bk и bk+1 > bk при всех k = 0,1,. . .. Значит, bN 6 aN = 150.
Приведём таблицу первых значений чисел bk:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

bk 0 0 0 1 1 2 3 4 6 8 11 15 20 27 36 48 64 85 113 150 199

Значит, из условия bN 6 150 получаем, что N 6 19.
Пример, когда дети могут сделать 19 ходов, следует из по-

строения выше. Изначально у каждого ребёнка по b19 = 150
клубней. Если дети будут действовать так, чтобы после k-го (с
начала) хода у перекладывавшего оставалось ровно b19−k клуб-
ней, то на k-м (с начала) ходе ребёнок будет перекладывать
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300 − b20−k − b19−k клубней, а перед любым предыдущим его
ходом у него будет 300 − bi клубней при i > 17 − k, причём
300 − bi 6 300 − b17−k < 300 − b19−k − b20−k. Значит, этот ход
удовлетворяет условию, и дети могут сделать 19 таких ходов.

Замечание. Приведённый алгоритм— единственный, при
котором дети смогут сделать 19 ходов.

9.4. Дан вписанный четырёхугольник ABCD, в котором ∠A+∠D =
= 90◦. Его диагонали пересекаются в точке E. Прямая ` пере-
секает отрезки AB, CD, AE и ED в точках X, Y , Z и T со-
ответственно. Известно, что AZ = CE и BE = DT . Докажите,
что длина отрезка XY равна диаметру окружности, описанной
около треугольника ETZ. (А. Кузнецов, И. Фролов)

Решение. Применяя теорему Менелая к треугольнику
ETZ и секущим AXB и CY D, получаем

AZ

AE
· BE
BT
· XT
XZ

=
CE

CZ
· DT
DE
· Y Z
Y T

= 1.

Из равенств AZ = CE и BE = DT следует, что AE = CZ и
BT = DE. Подставляя все эти равенства, получаем, что

XT

XZ
=
Y Z

Y T
;

это означает, что точки X и Y симметричны относительно сере-
дины S отрезка ZT (см. рис. 1).
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Рис. 1
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Из условия следует, что лучи AD и BC пересекаются в неко-
торой точке F под прямым углом. Тогда в прямоугольном тре-
угольнике XFY медиана FS равна половине гипотенузы XY .

Обозначим черезM и N середины AD и BC соответственно,
а через O—центр окружности (ABCD). Тогда O— точка пере-
сечения серединных перпендикуляров к AC и BD, которые сов-
падают с серединными перпендикулярами к EZ и ET соответ-
ственно. Значит, O— также центр окружности (ETZ), а OE —
её радиус. Поэтому нам достаточно доказать, что OE = FS. Мы
докажем, что OEFS —параллелограмм, откуда это и следует.

Поскольку EN —медиана в треугольнике EBC, а MS —
отрезок, соединяющий середины противоположных сторон че-
тырёхугольника AZTD, имеем

−−→
EN =

−−→
EB +

−−→
EC

2
=

−−→
DT +

−→
AZ

2
=
−−→
MS.

В прямоугольном треугольнике FBC проекции вектора ме-
дианы

−−→
NF на прямые BF и CF равны

−−→
BF/2 и

−−→
CF/2 соответ-

ственно. Поскольку O и M — центры окружностей (ABCD)
и (ADF ) соответственно, при проекции на те же прямые пер-
вая попадает в середины отрезков AB и CD, а вторая— в сере-
дины AF и DF . Поэтому проекции вектора

−−→
OM =

−−→
AM −−→AO =

=
−−→
DM − −−→DO на эти прямые равны (

−→
AF − −−→AB)/2 =

−−→
BF/2 и

(
−−→
DF −−−→DC)/2 =

−−→
CF/2. Значит, проекции векторов

−−→
NF и

−−→
OM на

наши две прямые соответственно равны, откуда
−−→
NF =

−−→
OM .

Итак,
−→
OS =

−−→
OM+

−−→
MS =

−−→
NF +

−−→
EN =

−−→
EF , откуда и следует,

что OEFS —параллелограмм.
Замечание. Есть и другие доказательства того, что

OEFS —параллелограмм. Например, можно использовать тот
факт, что точки O и F изогонально сопряжены относительно
треугольника ADE.

Также задачу можно решить, используя методы из решения
задачи 10.4.
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Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðàáîò 9 êëàññà

1 çàäà÷à

� Äîêàçàíî, ÷òî åñëè n õîðîøåå äëÿ Ïåòè, òî n− 2 õîðîøåå äëÿ Âàñè � 3 áàëëà.

� Àðèôìåòè÷åñêàÿ îøèáêà â ñîîòâåòñòâèè õîðîøèõ ÷èñåë � ñíèìàåòñÿ 1 áàëë.

� Íå ïðîâåðåíî, ÷òî 1 è 2 íå ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè ÷èñëàìè äëÿ Ïåòè � áàëëû íå ñíèìàþòñÿ.

� Íå ïðîâåðåíî, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâèè ñîõðàíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà èç óñëîâèÿ íà ïåðåìåííûå a, b, c
èëè x, y, z � áàëëû íå ñíèìàþòñÿ.

2 çàäà÷à

� Ðàçîáðàí òîëüêî ñëó÷àé n, äåëÿùèõñÿ íà 5 � 0 áàëëîâ.

� Ðàçîáðàí òîëüêî ñëó÷àé íå÷åòíûõ n � 0 áàëëîâ.

� Äîêàçàíî, ÷òî n îáÿçàòåëüíî ÷åòíî è íå êðàòíî ïÿòè � 1 áàëë.

� Ðàññìîòðåí ñëó÷àé n ≡ 2 (mod 4) � 1 áàëë (ñóììèðóåòñÿ ñ ïðåäûäóùèì).

� Äîêàçàíî, ÷òî n îáÿçàòåëüíî äåëèòñÿ íà 16 � 3 áàëëà.

� Åñëè ïðè ðàññìîòðåíèè êàíîíè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé n ïî ñòåïåíÿì ïðîñòûõ çàáûòà èëè íåâåðíî

ðàçîáðàíà áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ � íå áîëüøå 4 áàëëîâ

� Íå ðàçîáðàíî íå áîëåå ÷åòûðåõ êîíêðåòíûõ ÷èñåë (íàïðèìåð, 249, 549, 2·524, 5·224, . . . ) � ñíèìàåòñÿ

1 áàëë.

� Ðàçáîð ñëó÷àåâ n = p49 è n = p24q íå îöåíèâàëñÿ.

� ×àñòè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ â ðàçáîðå ñëó÷àåâ n = p4q9 èëè n = p4q4r îòäåëüíî íå îöåíèâàëèñü.

3 çàäà÷à

� Âåðíûé ïðèìåð 19 õîäîâ ìàëü÷èêîâ � 3 áàëëà.

Â ðàáîòå ìîãóò îöåíèâàòüñÿ òîëüêî ñëåäóþùèå ïðîäâèæåíèÿ:

� Ïðèâîäÿùèå ê âåðíûì ïðèìåðó èëè îöåíêå íà 19 (à íå äðóãîìó êîëè÷åñòâó!) õîäîâ (íàïðèìåð,

ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíàÿ íåðàâåíñòâó an > an+2 + an+3).

� Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè íà 20 õîäîâ.

� Âåðíûé ïðèìåð íà 18 õîäîâ.

4 çàäà÷à

� Äîêàçàíî ñîâïàäåíèå öåíòðîâ îêðóæíîñòåé (ETZ) è (ABCD) áåç äàëüíåéøèõ ñîäåðæàòåëüíûõ

ïðîäâèæåíèé � 0 áàëëîâ.

� Äîêàçàíî ðàâåíñòâî îòðåçêîâ XZ è TY � 1 áàëë.

� Çàìå÷åíî, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî OEFS � ïàðàëëåëîãðàìì (ãäå O ��

öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè, F � ïåðåñå÷åíèå AB è CD, S � ñåðåäèíà XY ) � 1 áàëë.

� ×åðåç òî÷êó E ïðîâåäåíû ïàðàëëåëüíûå AB è CD è äîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

� êîíöû äèàìåòðà, ïàðàëëåëüíîãî XY � 1 áàëë.
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