
XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

10 êëàññ

Ïåðâûé äåíü

10.1. Êàæäûé èç 10 ÷åëîâåê � ëèáî ðûöàðü, êîòîðûé âñåãäà ãî-

âîðèò ïðàâäó, ëèáî ëæåö, êîòîðûé âñåãäà ëæ¼ò. Êàæäûé èç

íèõ çàäóìàë êàêîå-òî ÷èñëî (íå îáÿçàòåëüíî öåëîå). Çàòåì

ïåðâûé ñêàçàë: ¾Ìî¼ ÷èñëî áîëüøå 1¿, âòîðîé ñêàçàë: ¾Ìî¼

÷èñëî áîëüøå 2¿, . . . , äåñÿòûé ñêàçàë: ¾Ìî¼ ÷èñëî áîëüøå

10¿. Ïîñëå ýòîãî âñå äåñÿòü, âûñòóïàÿ â íåêîòîðîì ïîðÿä-

êå, ñêàçàëè: ¾Ìî¼ ÷èñëî ìåíüøå 1¿, ¾Ìî¼ ÷èñëî ìåíüøå 2¿,

. . . , ¾Ìî¼ ÷èñëî ìåíüøå 10¿ (êàæäûé ñêàçàë ðîâíî îäíó èç

ýòèõ äåñÿòè �ðàç). Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðûöà-

ðåé ìîãëî áûòü ñðåäè ýòèõ 10 ÷åëîâåê?

10.2. Äàí âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ïåðèìåòðà 10100, ó êîòî-

ðîãî äëèíû âñåõ ñòîðîí � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à ñóììà äëèí

ëþáûõ òð¼õ ñòîðîí äåëèòñÿ íà äëèíó îñòàâøåéñÿ ÷åòâ¼ðòîé

ñòîðîíû. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ÷åòûð¼õóãîëüíèê � ðîìá.

10.3. Êëåòêè òàáëèöû 2 × 2019 íàäî çàïîëíèòü ÷èñëàìè (â êàæ-

äóþ êëåòêó âïèñàòü ðîâíî îäíî ÷èñëî) ïî ñëåäóþùèì ïðà-

âèëàì. Â âåðõíåé ñòðîêå äîëæíû ñòîÿòü 2019 äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ íåò äâóõ ðàâíûõ, à â íèæíåé

ñòðîêå äîëæíû ñòîÿòü òå æå 2019 ÷èñåë, íî â äðóãîì ïî-

ðÿäêå. Â êàæäîì èç 2019 ñòîëáöîâ äîëæíû áûòü çàïèñàíû

äâà ðàçíûõ ÷èñëà, ïðè÷¼ì ñóììà ýòèõ äâóõ ÷èñåë äîëæíà

áûòü ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî

èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ìîãëî áûòü â ïåðâîé ñòðîêå òàáëè-

öû?

10.4. Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíóëåâûõ ÷èñåë a1, a2,

a3, . . . òàêîâà, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 2018 ÷èñëî

an+1 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

Pn(x) = x2n + a1x
2n−2 + a2x

2n−4 + . . .+ an.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî â áåñêîíå÷íîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè aN , aN+1, aN+2, . . . êàæäûé ÷ëåí ìåíü-

øå ïðåäûäóùåãî.

10.5. Â íåðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåê-

òðèñà BL. Ïðîäîëæåíèå ìåäèàíû, ïðîâåä¼ííîé èç âåðøèíû

B, ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω, îïèñàííóþ îêîëî òðåóãîëüíè-

êà ABC, â òî÷êå D. ×åðåç öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé

îêîëî òðåóãîëüíèêà BDL, ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ ℓ, ïàðàëëåëü-

íàÿ ïðÿìîé AC. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ ïðÿ-

ìîé ℓ.
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