
XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

11 êëàññ

Ïåðâûé äåíü

11.1. Â êàæäîé òî÷êå A ïëîñêîñòè ñòîèò âåùåñòâåííîå ÷èñëî

f(A). Èçâåñòíî, ÷òî åñëè M �òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí

òðåóãîëüíèêà ABC, òî f(M) = f(A) + f(B) + f(C). Äî-

êàæèòå, ÷òî f(A) = 0 äëÿ âñåõ òî÷åê A.

11.2. Âåðíî ëè, ÷òî ïðè ëþáûõ íåíóëåâûõ öåëûõ ÷èñëàõ a è b

ñèñòåìà

{

tg(13x) tg(ay)=1,
tg(21x) tg(by)=1

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå?

11.3. Äàíû n ìîíåò ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ìàññ è n ÷àøå÷íûõ âå-

ñîâ, n > 2. Ïðè êàæäîì âçâåøèâàíèè ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü

êàêèå-òî îäíè âåñû, ïîëîæèòü íà èõ ÷àøè ïî îäíîé ìîíåòå,

ïîñìîòðåòü íà ïîêàçàíèÿ âåñîâ è çàòåì ñíÿòü ìîíåòû îá-

ðàòíî. Êàêèå-òî îäíè èç âåñîâ (íåèçâåñòíî, êàêèå) èñïîð÷å-

íû è ìîãóò âûäàâàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì êàê ïðàâèëüíûé,

òàê è íåïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò. Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè-

÷åñòâî âçâåøèâàíèé ìîæíî çàâåäîìî íàéòè ñàìóþ òÿæ¼ëóþ

ìîíåòó?

11.4. Äàíà òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà ABCD. Ñ�åðà ωA êàñàåòñÿ

ãðàíè BCD, à òàêæå ïëîñêîñòåé îñòàëüíûõ ãðàíåé âíå ñà-

ìèõ ãðàíåé. Àíàëîãè÷íî, ñ�åðà ωB êàñàåòñÿ ãðàíè ACD,

à òàêæå ïëîñêîñòåé îñòàëüíûõ ãðàíåé âíå ñàìèõ ãðàíåé.

Ïóñòü K �òî÷êà êàñàíèÿ ñ�åðû ωA ñ ïëîñêîñòüþ ACD, à

L � òî÷êà êàñàíèÿ ñ�åðû ωB ñ ïëîñêîñòüþ BCD. Íà ïðî-

äîëæåíèÿõ îòðåçêîâ AK è BL çà òî÷êè K è L âûáðàíû òî÷-

êèX è Y ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî ∠CKD = ∠CXD+∠CBD

è ∠CLD = ∠CYD + ∠CAD. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè X è Y

ðàâíîóäàëåíû îò ñåðåäèíû îòðåçêà CD.
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11.5. �àäèóñû ïÿòè êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ω0, ω1, ω2, ω3,

ω4 îáðàçóþò â óêàçàííîì ïîðÿäêå ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåñ-

ñèþ ñî çíàìåíàòåëåì q. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì q ìîæíî íà-

ðèñîâàòü íåçàìêíóòóþ ëîìàíóþ A0A1A2A3A4, ñîñòîÿùóþ

èç ÷åòûð¼õ îòðåçêîâ ðàâíîé äëèíû, â êîòîðîé Ai ëåæèò íà

ωi ïðè âñåõ i = 0, 1, 2, 3, 4?

11.6. Íà ñòîðîíå AC ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñ îñ-

íîâàíèåì BC âçÿòà òî÷êà D. Íà ìåíüøåé äóãå CD îêðóæ-

íîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BCD, âûáðàíà òî÷-

êà K. Ëó÷ CK ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ BC è

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç A, â òî÷êå T . Ïóñòü M � ñåðåäèíà îò-

ðåçêà DT . Äîêàæèòå, ÷òî ∠AKT = ∠CAM .

11.7. Äàíû íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîý��èöè-

åíòàìè è íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïîëîæèì a0 = n, ak =
= P (ak−1) ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ k. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî íàòóðàëüíîãî b â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . åñòü

÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ b-é ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëü-

øåãî 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x)�ëèíåéíûé.

11.8. Äàíî íàòóðàëüíîå n. Èç 26 åäèíè÷íûõ áåëûõ êóáèêîâ è

îäíîãî ÷¼ðíîãî êóáèêà ñîáèðàåòñÿ êóá 3 × 3 × 3 òàê, ÷òî

÷¼ðíûé êóáèê íàõîäèòñÿ â åãî öåíòðå. Èç n3 òàêèõ êóáîâ

ñ ðåáðîì 3 ñîñòàâèëè êóá ñ ðåáðîì 3n. Êàêîå íàèìåíüøåå

êîëè÷åñòâî áåëûõ êóáèêîâ ìîæíî ïåðåêðàñèòü â êðàñíûé

öâåò òàê, ÷òîáû êàæäûé áåëûé êóáèê èìåë õîòÿ áû îäíó

îáùóþ âåðøèíó ñ êàêèì-íèáóäü êðàñíûì?
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