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УСЛОВИЯ И РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

9 класс
9.1. В стране некоторые пары городов соединены односторонними

прямыми авиарейсами (между любыми двумя городами есть не
более одного рейса). Скажем, что город A доступен для горо-
да B, если из B можно долететь в A, возможно, с пересадка-
ми. Известно, что для любых двух городов P и Q существует
город R, для которого и P , и Q доступны. Докажите, что суще-
ствует город, для которого доступны все города страны. (Счита-
ется, что из города можно долететь до него самого.) (В. Дольников)

Первое решение. Перенумеруем все города страны как
A1, A2, . . . , An. По условию, существует город B2, для которо-
го доступны города A1 и A2. Далее, города A3 и B2 доступны
для какого-то города B3. Поскольку из B2 можно добраться до
A1 и A2, они также доступны для B3. Продолжая такие же рас-
суждения, мы получим в конце, что существует город Bn, для
которого доступны города An и Bn−1. Тогда для Bn будут до-
ступны и города A1, A2, . . . , An−1, так как до них можно доле-
теть с пересадкой в Bn−1.

Второе решение. Рассмотрим город A, для которого доступ-
но наибольшее количество городов (если таких несколько— лю-
бой из них). Предположим, что некоторый город B недоступен
для A. Тогда по условию существует город C, для которого и A,
и B доступны. Но тогда для C доступны B, а также все города,
доступные для A. Это противоречит выбору A; значит, для A
доступны все города.

9.2. Дана равнобокая трапеция ABCD с основаниями BC и AD.
Окружность ω проходит через вершины B и C и вторично пе-
ресекает сторону AB и диагональ BD в точках X и Y соответ-
ственно. Касательная, проведенная к окружности ω в точке C,
пересекает луч AD в точке Z. Докажите, что точки X, Y и Z
лежат на одной прямой. (А. Кузнецов)

Решение. Поскольку BC ‖ AD, а прямая ZC касается
окружности ω, имеем ∠ADB = ∠Y BC = ∠Y CZ. Следователь-
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но, ∠Y DZ + ∠Y CZ = 180◦, то есть четырёхугольник CY DZ —
вписанный (см. рис. 1).
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Рис. 1

Значит, ∠CY Z = ∠CDZ =
= ∠XBC = 180◦ − ∠CY X, где
последние два равенства следу-
ют из того, что трапеция ABCD
равнобокая, а четырёхугольник
XBCY вписан в ω. Таким обра-
зом, ∠CY Z + ∠CY X = 180◦, по-
этому точки X, Y и Z лежат на
одной прямой.

9.3. Сто гномов, веса которых равны 1, 2, 3, . . . , 100 фунтов, собра-
лись на левом берегу реки. Плавать они не умеют, но на этом же
берегу находится гребная лодка грузоподъемностью 100 фунтов.
Из-за течения плыть обратно трудно, поэтому у каждого гнома
хватит сил грести с правого берега на левый не более одного раза
(грести в лодке достаточно любому из гномов; гребец в течение
одного рейса не меняется). Могут ли все гномы переправиться
на правый берег? (А. Шаповалов, С. Усов)

Ответ. Нет.
Первое решение. Предположим, что переправа гномам уда-

лась. Назовём рейсы лодки с левого берега на правый прямыми,
а с правого на левый— обратными. Пусть было k обратных рей-
сов; тогда прямых рейсов было k + 1.

В k обратных рейсах гребли k разных гномов; значит, сум-
марный вес гномов, участвовавших в обратных рейсах, не мень-

ше 1 + 2 + . . .+ k =
k(k + 1)

2
(здесь и далее все веса измеряются

в фунтах). На любом прямом рейсе суммарный вес гномов не
превосходит 100, так что в итоге суммарный вес гномов на ле-

вом берегу уменьшился не более, чем на 100(k + 1)− k(k + 1)
2

=

=
(200− k)(k + 1)

2
. С другой стороны, этот вес уменьшился на

1 + 2 + . . .+ 100 = 100 · 101
2

, откуда

(200− k)(k + 1) > 100 · 101, или (k − 100)(k − 99) 6 0.

Это может случиться лишь если k = 99 или k = 100. При этом
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неравенство обращается в равенство; это значит, что в k обрат-
ных рейсах участвовали только гномы весами 1, 2, . . . , k—каж-
дый по одному разу, а на каждом прямом рейсе суммарный вес
гномов был равен 100.

Ясно, что гном весом 100 совершал все свои рейсы (один
рейс при k = 99 и три при k = 100) в одиночку; рассмотрим
теперь только остальных (обычных) гномов и их рейсы (их ровно
99 прямых и 99 обратных в любом случае). В каждом из прямых
рейсов участвовало хотя бы 2 обычных гнома; значит, общее
количество обычных гномов на правом берегу увеличилось как
минимум на 99 · 2− 99 = 99. Это неравенство также обращается
в равенство, так что на каждом прямом рейсе участвовало ровно
два гнома. Но тогда гном веса 50 должен был плыть с гномом
веса 50, а второго такого нет. Противоречие.

Замечание. На последнем шаге решения можно действовать
и по-другому. Мы получили, что все гномы с весами 1, 2, . . . , 99
совершили по два прямых рейса, и на каждом из них суммарный
вес был равен 100. Это значит, что гном веса 99 оба прямых
рейса совершал с гномом веса 1, гном веса 98— с гномом веса 2,
и т.д. Но тогда гному веса 50 не с кем было совершать свои
прямые рейсы.

Второе решение. Мы также предполагаем противное. Вос-
пользуемся терминологией, введённой в начале предыдущего ре-
шения.

Назовём гномов с весами 50, 51, 52, . . . , 100 тяжёлыми,
а остальных— лёгкими. Пусть тяжёлые гномы были гребцами
в d обратных рейсах. Тогда эти d тяжёлых гномов совершили
хотя бы по два прямых рейса, а остальные— хотя бы по одному.
Поскольку два тяжёлых гнома не могли плыть одновременно,
количество прямых рейсов было не меньше, чем 2d+ (51− d) =
= 51 + d. Значит, обратных рейсов было не меньше, чем 50 + d,
то есть хотя бы в 50 из них гребцами были лёгкие гномы. Но
лёгких гномов всего 49, так что один из них должен был дважды
грести в обратном рейсе, что невозможно.

9.4. Существует ли такая бесконечная возрастающая последователь-
ность a1, a2, a3, . . . натуральных чисел, что сумма любых двух
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различных членов последовательности взаимно проста с суммой
любых трёх различных членов последовательности? (С. Берлов)

Ответ. Да, существует.
Решение. Построим пример такой последовательности. По-

ложим a1 = 1, a2 = 7, an+1 = (3an)! + 1. Для того, чтобы по-
казать, что она удовлетворяет требованиям, нам придётся эти
требования несколько усилить. Будем говорить, что пара (трой-
ка) чисел хорошая, если все её элементы, отличные от единицы,
различны (а единица может встретиться в ней несколько раз).
Докажем следующее утверждение, из которого будет следовать,
что построенная последовательность— требуемая.

Пусть (ai, aj) и (ap, aq, ar)—хорошие пара и тройка эле-
ментов последовательности. Тогда
НОД(ai + aj , ap + aq + ar) = НОД(ai + aj , ap + aq − ar) = 1.

Доказательство проведём индукцией по наибольшему индек-
су m среди i, j, p, q и r. Если m = 1, утверждение тривиально.
Для перехода предположим, что m > 1. Число am лежит либо
только в паре (ai, aj), либо только в тройке (ap, aq, ar), либо в
обеих.

Случай 1. Пусть am— только элемент пары; скажем, am =
= aj . Тогда, поскольку 0 < |ap+aq±ar| 6 3am−1, число am − 1 =
= (3am−1)! делится на ap + aq ± ar, то есть НОД(ai + am, ap +
+ aq ± ar) = НОД((ai + 1) + (am − 1), ap + aq ± ar) = НОД(ai +
+ a1, ap + aq ± ar) = 1 по предположению индукции.

Случай 2. Пусть am— только элемент тройки; скажем, am =
= aq. Аналогично, am − 1 делится на ai + aj , так что НОД(ai +
+ aj , ap + am ± ar) = НОД(ai + aj , ap + a1 ± ar) = 1 по предпо-
ложению индукции.

Случай 3. Пусть am—элемент и пары, и тройки; скажем,
am = aj = aq. Тогда am − 1 делится на ap − ai ± ar, так что
НОД(ai +am, ap +am±ar) = НОД(ai +am, (ap +am±ar)− (ai +
+am)) = НОД(ai+am, ap−ai±ar) = НОД(ai+a1, ap−ai±ar) = 1
по предположению индукции. Переход индукции доказан.
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