
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíüÓñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷9 êëàññ9.5. Ïî êðóãó ñòîèò 101 ìóäðåö. Êàæäûé èç íèõ ëèáî ñ÷èòàåò, ÷òîÇåìëÿ âðàùàåòñÿ âîêðóã Þïèòåðà, ëèáî ñ÷èòàåò, ÷òî Þïèòåðâðàùàåòñÿ âîêðóã Çåìëè. Îäèí ðàç â ìèíóòó âñå ìóäðåöû îä-íîâðåìåííî îãëàøàþò ñâîè ìíåíèÿ. Ñðàçó ïîñëå ýòîãî êàæäûéìóäðåö, îáà ñîñåäà êîòîðîãî äóìàþò èíà÷å, ÷åì îí, ìåíÿåò ñâî¼ìíåíèå, à îñòàëüíûå � íå ìåíÿþò. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåêîòî-ðîå âðåìÿ ìíåíèÿ ïåðåñòàíóò ìåíÿòüñÿ. (È. Áîãäàíîâ)�åøåíèå. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ìóäðåöó ñ íåêîòîðûì ìíå-íèåì çíàê ¾+¿, à ñ ïðîòèâîïîëîæíûì � çíàê ¾−¿. Òîãäà ðàññòà-íîâêå ìóäðåöîâ ñîîòâåòñòâóåò ðàññòàíîâêà 101 çíàêà ïî êðóãó.Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò äâà îäèíàêîâûõ çíàêà ñòîÿò ïîä-ðÿä. Òîãäà â ñëåäóþùóþ ìèíóòó îíè íå èçìåíÿòñÿ, è ïîýòîìóîñòàíóòñÿ îäèíàêîâûìè. Çíà÷èò, íè â îäèí èç ïîñëåäóþùèõ ìî-ìåíòîâ îíè òàêæå íå èçìåíÿòñÿ.Íàçîâ¼ì òåïåðü çíàê ñòàáèëüíûì, åñëè ðÿäîì ñ íèì ñòîèòõîòÿ áû îäèí òàêîé æå. Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî çíàêîâ íå÷¼òíî,ñòàáèëüíûé çíàê íàéä¼òñÿ. Êðîìå òîãî, ëþáîé ñòàáèëüíûé çíàêóæå íå èçìåíÿåòñÿ è îñòà¼òñÿ ñòàáèëüíûì, à ëþáîé íåñòàáèëü-íûé çíàê â î÷åðåäíóþ ìèíóòó ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò êàêîé-òî çíàê èçìåíèë-ñÿ. Òîãäà íå âñå çíàêè áûëè ñòàáèëüíûìè, è íàéä¼òñÿ ñòàáèëü-íûé çíàê a, ñîñåäíèé ñ íåñòàáèëüíûì çíàêîì b. Ýòî çíà÷èò, ÷òîâ ñëåäóþùóþ ìèíóòó a íå èçìåíèòñÿ, à b èçìåíèòñÿ, òî åñòü ñòà-íåò òàêèì æå, êàê a è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòàáèëüíûì.Èòàê, ïîêà çíàêè ìåíÿþòñÿ, êîëè÷åñòâî ñòàáèëüíûõ çíàêîâñòðîãî óâåëè÷èâàåòñÿ. Çíà÷èò, ðàíî èëè ïîçäíî îíî ñòàíåò ðàâ-íûì 101, è ïåðåìåíû çíàêà çàêîí÷àòñÿ.Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çíàêè ìîãóò èçìåíÿòüñÿâ òå÷åíèå ëèøü ïåðâûõ 50 ìèíóò.9.6. Òî÷êè A1, B1, C1 âûáðàíû íà ñòîðîíàõ BC, CA è AB òðå-óãîëüíèêà ABC ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî AB1 −AC1 =3



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
= CA1 − CB1 = BC1 −BA1. Ïóñòü IA, IB è IC �öåíòðûîêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè AB1C1, A1BC1 è
A1B1C, ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè, îïè-ñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà IAIBIC , ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îêðóæ-íîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC. (À. Ïîëÿíñêèé)
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I�èñ. 1
�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Iöåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé âòðåóãîëüíèê ABC, à ÷åðåç A0, B0,

C0� òî÷êè å¼ êàñàíèÿ ñî ñòîðîíà-ìè BC, CA, AB, ñîîòâåòñòâåííî.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà A1 ëå-æèò íà îòðåçêå A0B (ñì. ðèñ. 1).Çàìåòèì, ÷òî CA0 +AC0 = CB0 +
+ AB0 = CA. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò,÷òî CA1+AC1 = CB1+AB1 = CA.Îòñþäà CA0 − CA1 = AC1 − AC0;ýòî çíà÷èò, ÷òî A1A0 = C1C0, èòî÷êà C1 ëåæèò íà îòðåçêå C0A. Òîãäà ïðÿìîóãîëüíûå òðå-óãîëüíèêè IA0A1 è IC0C1 ðàâíû ïî äâóì êàòåòàì, ïîýòîìó
∠IA1C = ∠IC1B. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê BC1IA1âïèñàí. Àíàëîãè÷íî, ÷åòûð¼õóãîëüíèêè AB1IC1 è CA1IB1 òàê-æå âïèñàíû.Òî÷êè B, IB è I ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (áèññåêòðèñå óãëà
A1BC1), ïîýòîìó ∠A1IBI = ∠BA1IB + ∠A1BIB = ∠IBA1C1 +
+ ∠C1BI = ∠IBA1C1 + ∠C1A1I = ∠IBA1I. Çíà÷èò, òðåóãîëü-íèê IIBA1 ðàâíîáåäðåííûé, òî åñòü IIB = IA1. Àíàëîãè÷íûìîáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî IIB = IC1 = IIA = IB1 = IIC =
= IA1. Ñëåäîâàòåëüíî, I �öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêî-ëî IAIBIC .9.7. Èçíà÷àëüíî íà äîñêå çàïèñàíû 10 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëü-íûõ ÷èñåë. Çà îäíó îïåðàöèþ ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü ëþáûå äâà÷èñëà íà äîñêå (îáîçíà÷èì èõ a è b) è çàìåíèòü èõ íà ÷èñëà
a2 − 2011b2 è ab. Ïîñëå íåñêîëüêèõ òàêèõ îïåðàöèé íà äîñêå íåîñòàëîñü íè îäíîãî èç èñõîäíûõ ÷èñåë. Ìîãëè ëè òàì îïÿòü îêà-çàòüñÿ 10 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë? (Í. Àãàõàíîâ)4



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíüÎòâåò. Íå ìîãëè.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå íåñêîëüêèõ îïåðàöèéñíîâà ïîëó÷èëèñü äåñÿòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,ïðè÷¼ì êàæäîå èç èñõîäíûõ ÷èñåë ó÷àñòâîâàëî õîòÿ áû â îäíîéîïåðàöèè.Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k, ïðè ïðîâåäåíèè îïå-ðàöèè êîëè÷åñòâî ÷èñåë íà äîñêå, äåëÿùèõñÿ íà k, íå óìåíüøà-åòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â îïåðàöèè ó÷àñòâîâàëè ÷èñëà a è b,îäíî èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà k, òî è èõ ïðîèçâåäåíèå òàêæå äå-ëèòñÿ íà k. Áîëåå òîãî, åñëè îáà èñõîäíûõ ÷èñëà äåëÿòñÿ íà k, òîè ÷èñëî a2−2011b2 äåëèòñÿ íà k. Îòñþäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèåëåììû. �Çàìåòèì, ÷òî â íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé ñèòóàöèÿõ åñòü ïîïÿòü ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 2, è ïî îäíîìó ÷èñëó, äåëÿùåìóñÿíà 10. Çíà÷èò, ââèäó ëåììû, êîëè÷åñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 2,â ïðîöåññå äîëæíî íå èçìåíÿòüñÿ, è òî æå âåðíî äëÿ ÷èñåë, äå-ëÿùèõñÿ íà 10.Ñðåäè èñõîäíûõ 10 ÷èñåë áûëî ÷èñëî a, îêàí÷èâàþùååñÿíà 5. �àññìîòðèì òåïåðü ïåðâóþ îïåðàöèþ, â êîòîðîé îíî ó÷àñò-âîâàëî; ïóñòü b� âòîðîå ÷èñëî, ó÷àñòâîâàâøåå â ýòîé îïåðàöèè.Åñëè b íå÷¼òíî, òî îäíî èç ïîëó÷åííûõ ÷èñåë áóäåò ÷¼òíûì, èêîëè÷åñòâî ÷¼òíûõ ÷èñåë óâåëè÷èòñÿ, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò,
b ÷¼òíî, è íà äîñêå ïîÿâèòñÿ ÷èñëî ab, äåëÿùååñÿ íà 10. Åñëèïðè ýòîì b íå äåëèòñÿ íà 10, òî êîëè÷åñòâî ÷èñåë, êðàòíûõ 10,óâåëè÷èëîñü, ÷òî íåâîçìîæíî.Èòàê, b äåëèòñÿ íà 10, è â íàøåé îïåðàöèè ó÷àñòâîâàëè äâà÷èñëà, äåëÿùèõñÿ íà 5. Òîãäà â å¼ ðåçóëüòàòå íà äîñêå ïîëó÷è-ëèñü äâà ÷èñëà, êðàòíûõ 25. Ïî ëåììå, è â êîíå÷íîé ñèòóàöèèíàéäóòñÿ äâà òàêèõ ÷èñëà; íî ýòî íåâîçìîæíî äëÿ 10 ïîñëåäî-âàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðîòèâîðå÷èå.9.8. Â íåêîòîðîì ãîðîäå ñåòü àâòîáóñíûõ ìàðøðóòîâ óñòðîåíà òàê,÷òî ëþáûå äâà ìàðøðóòà èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ îñòàíîâêó, èíà êàæäîì ìàðøðóòå åñòü õîòÿ áû 4 îñòàíîâêè. Äîêàæèòå, ÷òîâñå îñòàíîâêè ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ìåæäó äâóìÿ êîìïàíèÿìè5



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâòàê, ÷òî íà êàæäîì ìàðøðóòå íàéäóòñÿ îñòàíîâêè îáåèõ êîìïà-íèé. (Â. Äîëüíèêîâ)�åøåíèå. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå äâà ìàðøðóòà ℓ1 è ℓ2;ïóñòü A�èõ îáùàÿ îñòàíîâêà. Åñëè îñòàíîâêà A íàõîäèòñÿ íàâñåõ ìàðøðóòàõ, òî ìîæíî îòäàòü å¼ îäíîé êîìïàíèè, à âñåîñòàëüíûå îñòàíîâêè � äðóãîé; ÿñíî, ÷òî ïðè ýòîì íà êàæäîììàðøðóòå áóäóò îñòàíîâêè îáåèõ êîìïàíèé.Ïóñòü òåïåðü íàéä¼òñÿ ìàðøðóò ℓ3, íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåçîñòàíîâêó A. Ïóñòü B è C � åãî îáùèå îñòàíîâêè ñ ℓ1 è ℓ2 ñîîò-âåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî B è C îòëè÷íû îò A; çàìåòèì, ÷òî B 6= C,ïîñêîëüêó èíà÷å ó ℓ1 è ℓ2 íàéäóòñÿ äâå îáùèõ îñòàíîâêè.
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ℓ3 �èñ. 2
�àñïðåäåëèì òåïåðü îñòàíîâêè ïîêîìïàíèÿì òàê: îñòàíîâêè A, B è C îò-äàäèì ïåðâîé êîìïàíèè, âñå îñòàëüíûåîñòàíîâêè ìàðøðóòîâ ℓ1, ℓ2, ℓ3� âòî-ðîé êîìïàíèè, à âñå îñòàíîâêè, íå ëåæà-ùèå íè íà îäíîì èç ìàðøðóòîâ ℓ1, ℓ2,

ℓ3� ñíîâà ïåðâîé (ñì. ðèñ. 2). Ïîêàæåì,÷òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå � òðåáóåìîå. ßñ-íî, ÷òî êàæäûé èç ìàðøðóòîâ ℓ1, ℓ2, ℓ3 ïðîõîäèò ÷åðåç îñòàíîâ-êè îáåèõ êîìïàíèé.�àññìîòðèì ëþáîé èç îñòàâøèõñÿ ìàðøðóòîâ ℓ. Ñ êàæäûìèç ìàðøðóòîâ ℓ1, ℓ2, ℓ3 ó íåãî ëèøü îäíà îáùàÿ îñòàíîâêà. Çíà-÷èò, íà ℓ åñòü íå áîëåå òð¼õ îñòàíîâîê âòîðîé êîìïàíèè; ïîýòîìóòàì åñòü îñòàíîâêà ïåðâîé. Äàëåå, ℓ íå ìîæåò ïðîõîäèòü ÷åðåçäâå èç îñòàíîâîê A, B, C, èíà÷å îí áóäåò èìåòü äâå îáùèõ îñòà-íîâêè ñ îäíèì èç ìàðøðóòîâ ℓ1, ℓ2, ℓ3. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííî-ñòè ℓ íå ïðîõîäèò ÷åðåç B è C. Òîãäà ℓ ïåðåñåêàåòñÿ ñ ℓ3 ïî íåêî-òîðîé îñòàíîâêå X, îòëè÷íîé îò B è C, òî åñòü ïðèíàäëåæàùåéâòîðîé êîìïàíèè. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.


