
Заключительный этап, 2010–2011 учебный год. Первый день

Условия задач

9 класс
9.1. Квадратный трёхчлен P (x) с единичным старшим коэффици-

ентом таков, что многочлены P (x) и P (P (P (x))) имеют общий
корень. Докажите, что P (0) · P (1) = 0. (А. Храбров)

9.2. Дан остроугольный треугольник ABC. Окружность, проходя-
щая через вершину B и центр O его описанной окружности,
вторично пересекает стороны BC и BA в точках P и Q соот-
ветственно. Докажите, что точка пересечения высот треуголь-
ника POQ лежит на прямой AC. (Т. Емельянова, Л. Емельянов)

9.3. На доске нарисован выпуклый 2011-угольник. Петя последова-
тельно проводит в нём диагонали так, чтобы каждая вновь про-
ведённая диагональ пересекала по внутренним точкам не более
одной из проведённых ранее диагоналей. Какое наибольшее ко-
личество диагоналей может провести Петя? (С. Берлов)

9.4. Существуют ли три взаимно простых в совокупности натураль-
ных числа, квадрат каждого из которых делится на сумму двух
оставшихся? (С. Берлов)
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10 класс
10.1. В каждой клетке таблицы, состоящей из 10 столбцов и n строк,

записана цифра. Известно, что для любой строки A и любых
двух столбцов найдётся строка, отличающаяся от A ровно в этих
двух столбцах. Докажите, что n > 512. (Р. Карасёв)

10.2. На доске написаны девять приведённых квадратных трёхчле-
нов: x2 +a1x+ b1, x2 +a2x+ b2, . . . , x2 +a9x+ b9. Известно, что
последовательности a1, a2, . . . , a9 и b1, b2, . . . , b9 — арифметиче-
ские прогрессии. Оказалось, что сумма всех девяти трёхчленов
имеет хотя бы один корень. Какое наибольшее количество ис-
ходных трёхчленов может не иметь корней? (И. Богданов)

10.3. Назовём компанию k-неразбиваемой, если при любом разбиении
её на k групп в одной из групп найдутся два знакомых чело-
века. Дана 3-неразбиваемая компания, в которой нет четырёх
попарно знакомых человек. Докажите, что её можно разделить
на две компании, одна из которых 2-неразбиваемая, а другая —
1-неразбиваемая. (В. Дольников)

10.4. Периметр треугольника ABC равен 4. На лучах AB и AC от-
мечены точки X и Y так, что AX = AY = 1. Отрезки BC
и XY пересекаются в точке M . Докажите, что периметр одного
из треугольников ABM и ACM равен 2. (В. Шмаров)
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